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Problema de N-corpos com choques

Sejam ma ∈ R as massas e ra : B ⊆ R → R3, B aberto, as posições das
1 ≤ a ≤ N part́ıculas dispostas no vácuo, unicamente sob ação da gravidade
dada por

Fa = −
∑
b ̸=a

Gmamb
rb − ra
r 3ab

, rab = ∥rb − ra∥ . (1)

Seja t0 ∈ B o instante inicial. O sistema{
ma r̈a(t) = Fa(t)

(ra(t0), ṙa(t0)) ∈ B × R3
(2)

é chamado de Problema de N-corpos.

Para evitar singularidades, utilizamos
choques perfeitamente elásticos.

Figura: Choque perfeitamente
elástico.
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Integrais primeiras e condições iniciais

Integrais primeiras do problema de N-corpos

1 Energia total: E = 1
2

∑N
a=1 ma ∥ṙa∥2 + V , onde V é o potencial ;

2 Momento linear total: P =
∑N

a=1 ma ṙa =
∑N

a=1 pa;

3 Centro de massas: rcm = 1
M

∑N
a=1 mara, M =

∑N
a=1 ma;

4 Momento angular total: J =
∑N

a=1 ⟨ra, pa⟩.
Consideramos o caso E = 0, P = 0, rcm = 0 e J = 0.

Condicionando valores iniciais

Anular E : ṙa 7→ ṙa
√

−V /(E − V );

Anular rcm: ra 7→ ra − rcm;
Anular P: ṙa 7→ ṙa − 1

M

∑N
a=1 ma ṙa;

Anular J : ṙa 7→ ṙa + ra × ω, para ω solução de Itotω = −J .
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Integração numérica

Runge-Kutta de Quarta Ordem

Sejam p = (p1, ..., pN) e F (t) = [Fi (t)]1≤i≤N . Tem-se:

p(t + h) = p(t) + hF (t), ra(t + h) = ra(t) + h
6
(κ1 + 2κ2 + 2κ3 + κ4),

κ1 =
1
ma

pa(t), κ2 = κ1 +
h

2ma
κ1, κ3 = κ1 +

h
2ma

κ2, κ4 = κ1 +
h
ma

κ3.

Velocity Verlet

ra(t + h) = ra(t) + h
ma

pa(t) +
h2

2ma
Fa(t),

pa(t + h) = pa(t) +
h

2ma
(Fa(t) + Fa(t + h)).
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Correção numérica

Corretor conservativo

Considere um sistema conservativo ẍ(t) = F (x(t)), t ∈ I intervalo aberto, com
valor inicial x(t0) = x0, t0 ∈ I . Seja o vetor de k integrais primeiras do sistema
Ψ(x) = (ψ1(x), ..., ψk(x)) e sua matriz jacobiana JΨ(x). Seja x⋆ uma
aproximação para y = x(t⋆), t⋆ ∈ I , t⋆ ̸= t0. Vale que

y − x⋆ = JΨ(x⋆)Tα, (3)

onde α é a solução de JΨ(x⋆)JΨ(x⋆)Tα = Ψ(x0)−Ψ(x⋆).

Figura: Uma das trajetórias em um problema de 3 corpos, integrado via RK4, VV e
RK4 com correção.
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Dispersão e evolução

O problema de N-corpos possui dois medidores de dispersão: o momento de
inércia I e o potencial V , dados por

I =
1

M

∑
a<b

mambr
2
ab, V = −

∑
a<b

G
mamb

rab
. (4)

A Relação de Lagrange-Jacobi relaciona as duas medidas:

Ï = 4E − 2V . (5)

Quando E ≥ 0, tem-se Ï ≥ 0, İ monótona crescente e I côncava para cima. A
metade de İ é chamada momento de dilatação:

D :=
1

2
İ =

N∑
a=1

⟨ra, pa⟩ . (6)

O ponto de virada (ḿınimo) de I é chamado Ponto de Janus, e coincide com
D = 0.
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Complexidade e setas do tempo

De I e V definimos o comprimento médio da raiz quadrada Lrms =
√

I/M e
o comprimento harmônico médio Lmhl = M2/|V |. A razão entre Lrms e Lmhl é
chamada complexidade:

CS :=
Lrms

Lmhl
=

|V |
√
I

M5/2
. (7)

As direções de crescimento de CS caracterizam setas do tempo, que podem ser
medidas por τ = D/D0.

Figura: Complexidade e momento de inércia em um problema de 100 corpos.
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Similaridade Dinâmica e Prinćıpio de Mach-Poincaré

Definição (Similaridade Dinâmica)

O sistema definido das coordenadas ρa(T ) = αra(T ), T = α3/2t, é uma solução
do problema de N-corpos dinamicamente equivalente a original.

Definição (Prinćıpio de Mach-Poincaré)

A especificação de um ponto e uma direção ou de um ponto e um vetor tangente
no espaço de formas S determina a evolução em S de forma única. (BARBOUR
et al., 2014b)

Definição (Descrição objetiva)

A normalização

σa =

√
ma

I
ra, πa =

1

D0

√
I

ma
pa − τσa,

chamadas coordenadas e momentos de forma, respectivamente, aplicam o
Prinćıpio de Mach-Poincaré.
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Exemplo

Figura: Uma simulação de 5 corpos. Na primeira imagem as trajetórias originais, na segunda as
trajetórias no espaço de formas. As cores correspondem aos mesmos corpos nas duas imagens.
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